1. V urné mame tii kulicky a kazdd z nich mé bilou nebo cernou barvu. V kazdém kroku ndhodné
vytahneme jednu kulicku. S pravdépodobnosti % ji vratime zpét do urny a s pravdépodobnosti %
misto ni do urny dame kulickou opacéné barvy. Oznacmé X, pocet kulicek bilé barvy v urné po
n-tém kroku pro n € N.

(a) Uveédomte si, ze {X,,} je homogenni Markoviv fetézec. (0 bodu)

Dusledny pristup znamend ovérit markovskou podminku:
P(Xn+1 = ]‘Xn = i, Xn—l = in—la cee aXO = Z0) = P(Xn+l = j|Xn — Z) (1)

v pripadech, ze pravdépodobnost jevu v podmince na levé strané je kladnd, a ovérit podmniku
homogenity fikajici, ze napt. prava strana (1) by neméla zaviset na hodnoté n € Ny. Postacujici
podminkou pro rovnost (1) je, pokud pravdépodobnost na levé strané je nezavisla na hodnotach
in_1,-..,19. Zde je to z povahy pokusu ziejmé, nebot pravdépodobnost, Ze bude vytaZena bila
¢i cernd koule zavisi ¢isté na poc¢tu bilych kouli v urné a protoze rozdil X, — X, zavisi na tom,
zda bude tazena bila koule a na dalsi nezavislé veli¢iné s alternativnim rozdélenim s parametrem
1/2.

Formdln{ pifstup by vyzadoval zavést pomocné nezavislé! ndhodné veliciny V,, ~ R{1,2,3}
udavajici, kterda kulicka v potradi urné je vybrana a U, ~ R{0,1} fikajici, zda byla vytazena
kulicka nahrazena v urné kulickou opacné barvy. Bez tjmy na obecnosti muzeme predpokladat,
ze bilé kulicky maji nizsi poradova ¢isla nez ¢erné. Pak dostaneme vyjadieni napt. ve tvaru

X1 — X = Un[2 1ix,cv) — 1]. 2)

Jakmile médme zadan{ tlohy takto formélné podchyceno, je mozné markovskou podmninku (1)
oveérit tim, ze vyjadiime obé strany rovnosti ve tvaru

P(j —i=Unl2- Tyevy — 1)) = P — i = Ui[2- Ljcry) — 1]).

Tim, ze tato hodnota nezavisi na n mame ovéfenu i homogenitu fetézce.

(b) Sestavte matici pravdépodobnosti prechodu. (1 bod)
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(c) Klasifikujte stavy fetézce. (1 bod)

Vsechny stavy jsou vzéjemné dosazitelné. Retézec je tak nerozlozitelny a vechny stavy jsou
stejného typu. Protoze jde o koneény tetézec, jsou vSechny stavy trvalé nenulové. Jsou také nepe-
riodické, protoze napft. ze stavu 0 je mozné se do néj vratit po 1 kroku s kladnou pravdépodobnosti.

(d) Najdéte stacionarni rozdéleni (pokud existuje). (2 body)
Staciondrni rozdélen{ je ddno kromé podminkou 1 = 7y + m + 7 + 73 také podminkou 7' = 7' P
ve tvaru
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Z prvni a posledni rovnice dostaneme po fadé podminky %ﬂ'o = %7?1 a %m = éﬂ'g. Dosazenim
do centralnich rovnic pak dostaneme rovnost m; = my. Stacionarni rozdéleni je tak tvaru

T =m(1,3,3,1) = £(1,3,3,1).

Hodnotu 7y jsme urcili tak, aby vysledny vektor dal v souc¢tu hodnotu 1.

IPfedpokladdme, ze nové uvadéné veli¢iny jsou véechny navzdjem nezavislé a také nezévislé s hodnotou Xj.



(e)

Spoctéte absolutni pravdépodobnosti po jednom kroku pfi rovnomérném pocatecnim rozdéleni
(na mnoziné {0, 1,2,3}). (1 bod)

p(0)" =3 (L1,1,1), p(1) =p(0)P=3(L,LL,)P=12(35353) = (G555

2. Méjme markovsky fetézec s mnozinou stavu {1,2,3,4,5} a s matici pravdépodobnosti prechodu

(a)

3 005 03
6 5630
P=|3 0200
05503
00 L0
Klasifikujte stavy fetézce. (1 bod)

Mnozina {1, 3,5} je uzaviena koneéna a vSechny stavy v ni jsou navzajem dosazitelné. Proto
jsou stavy 1,3,5 trvalé nenulové a se stejnou periodicitou. Zde jsou aperiodické, nebot napf.
Ds5 = % > (. Stavy 2,4 jsou pfechodné, nebot jsou z nich dosaZitelné stavy, které ovsem nejsou
vzdjemné dosazitelné napt. 2 — 1 4 2,4 — 3 4 4. Stav 2 je aperiodicky, nebot pay = % >0 a
stejné tak stav 4, nebot je vzajemné dosazitelny se stavem 4 (a tedy stejného typu).

Najdéte stacionarni rozdéleni (pokud existuje). (2 body)

Kromé normujici podminky musi staciondrni rozdéleni spliiovat soustavu rovnice 7 = 7' P ve
tvaru
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Sectenim soustavy rovnic 70 = 7 P vzdy dostaneme 7' 1g = 7' Plg = 7' 1g = 1 rovnici, kterd
vzdy plati. Zde 1g je vektor samych 1 idexovany prvky mnoziny S. Vyuzili jsme toho, ze matice
P je stochasticka, a tedy soucet na kazdém fadku ma 1, coz lze zapsat v maticovém vyjadieni
ve tvaru Plg = 1g. Muzeme tak jednu z péti rovnic ignorovat, vybereme si napt. tu prostiedni.
Druhd a ¢tvrta rovnice davaji pouze trividlni feseni pro hodnoty me = 0 = my, coz v klasifikaci
odpovida tomu, je jsou to stavy prechodné. Z prvni rovnice pak dostaneme podminku ve tvaru
1 1 1 1

3™ = 373 a podobné z posledni rovnice ;75 = 7m. Celkem pak dostdvame staciondrni

rozdéleni ve tvaru

T =ms(2,0,3,0,1) = 2(2,0,3,0,1) = (3,0,1,0, 5).

=

Najdéte matici U pradvépodobnosti absorpce do mnoziny trvalych stavu. (2 body)
Seradime stavy tak, ze nejprve uvedeme trvalé stavy a pak teprve prechodné s tim, ze ji-
nak poradi mezi stavy zachovavame. V tomto precislovani sepiseme matici (@), R) obsahujici v
radcich rozdéleni prechodu z prechodnych stavu {2,4} s tim, Ze nyni poradi stavu je 1,3, 5,2, 4.
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Matici pravdépodobnosti absorpce pak dostaneme ze vzorce
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Pravdépodobnostni rozdéléni absorpce do stavu 1,3,5 je tak ze stavu 2: %(3,4, 1) = (%, %, %) a
ze stavu 4: 1(1,2,1) = (4,3, 1)-

3. Méjme markovsky fetézec s mnozinou stavi Ny a s matici pravdépodobnosti prechodu

11
Llg 0 0
1011
5 33 0 0
P=| 305 5 0
1 11
5 00 5 3
Klasifikujte stavy fetézce a najdéte stacionarni rozdéleni (pokud existuje). (5 bodu)

Retézec je nerozlozitelny, a vsechny stavy jsou tak stejného typu. Vsechny stavy budou trvalé
nenulové, nebot bude existovat staciondrni rozdéleni (viz. nizZe). Stavy jsou aperiodické, nebot
napft. pgg = % > 0.
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Kromé normujici podminky 1 = > 7 7, mdme k dispozici nasledujici rovnice

Podobné jako u jinych ptikladi, jednu rovnost dostaneme z ostatnich. Zde muzeme pominout
napi. prvni rovnici. Ze druhé dostaneme vztah % m = % 7. Z posledniho radku dostaneme pozadavek
Tha1 = %ﬂ'k; k € N. Tedy 71 = 27%m,, k € N. Z normujici podminky pak dostaneme pozadavek
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Tedy m = 0.3, ddle mp = 3 - 0.3 =04 a m, = 2-*=Y0.3,k € N.



